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In nova fert animus mutates dicere formas 
Corpora. Di, coeptis, nam vos mutatis et illas, 
Adspirate meis,primaque ab origine mundi 
Ad mea perpetuum deducite tempora carmen. 











“Science cannot solve the ultimate mystery of nature. And that is because, in the last 
analysis, we ourselves are part of nature and therefore part of the mystery that we are 
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1.2 Fields Theory  
’
𝜹  [A/m2 ] 
 [Vs/m2 ] 
 [As/m2 ] 
’
𝛁×E̅ = − 
∂?̅?
∂t
        (𝐹𝑎𝑟𝑎𝑑𝑎𝑦′𝑠  𝑙𝑎𝑤)                                         (1.1) 
 
𝛁×H̅ = 𝐽 ̅ +
∂?̅?
∂t
       (𝐴𝑚𝑝𝑒𝑟𝑒′𝑠  𝑙𝑎𝑤)                                          (1.2) 
 
𝛁 ⋅ ?̅? = 0       (𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠′𝑠  𝑙𝑎𝑤)                                              (1.3) 
 
𝛁 ⋅ ?̅? = 𝛿       (𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠′𝑠 𝑙𝑎𝑤)                                               (1.4) 
 
 
𝛁 ⋅ 𝐽 ̅ = −
∂𝛿 
∂t
                                                                     (1.5) 
?̅? = 𝜇H̅                                                                          (1.6)
?̅? =  𝜀?̅?                                                                          (1.7)
𝐽 ̅ = 𝜎E̅                                                                           (1.8)








]                                                             (1.9)
𝜎
[Ω/𝑚] 𝜀 =  𝜀0𝜀
𝜀0











= ∮ E̅  ⋅ 𝑑𝒍 = −
𝜕
𝜕𝑡
∫ ?̅?  ⋅ 𝒏
Σ𝜕Σ
 𝑑𝑆
Figure 1.12  𝛀  𝚺 𝝏𝚺 
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Φ [𝑇 𝑚2] 
Σ
𝑓. 𝑒.𝑚. =  −
𝜕Φ
𝜕𝑡
                                                              (1.11)
’
∮ H̅ ⋅ 𝑑𝒍
𝜕Σ





∫ D̅  ⋅ 𝒏 𝑑𝑆
Σ




∫ 𝛁 ⋅ ?̅? 𝑑𝑉
Ω
= ∫ B̅ ⋅ 𝒏 𝑑𝑆 = 0
𝜕Ω
                                             (1.13)
’
∫ J ̅ 𝑑𝑆 = −
𝜕
𝜕𝑡










= ∇𝐔 ⋅ 𝒏 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)                                                  (1.16) 
n f(x,y,z)
∇𝐕 ⋅ 𝒏 = 0 ∇𝐕
Interface conditions 
Φ𝑡𝑜𝑡 = Φtop +Φbottom +Φside                                                 (1.17)
 15 
 
∮ ?̅?𝑑𝑆 = ?̅?1 ?̅?1 𝑆1 + ?̅?2 ?̅?2 𝑆2
Σ
= 0                                            (1.18)
?̅?1 ?̅?1 = ?̅?2 ?̅?2                                                           (1.19)
∮ ?̅?𝑑𝑆 = ?̅?1 ?̅?1 𝑆1 + ?̅?2 ?̅?2 𝑆2
Σ
= 0                                            (1.20)
?̅?1 ?̅?1 = 𝐷2 ?̅?2                                                                  (1.21)
 𝛿 = 0







?̅?1 𝑡1̅ = ?̅?2 𝑡2̅ +∫ ?̅?
Σ





⋅ 𝑑𝒍 = −
𝜕Φ
𝜕𝑡
                                                (1.23)
?̅?1 𝑡1̅ = ?̅?2 𝑡2̅ −
𝜕Φ
𝜕𝑡





1.3 Magneto Quasi static formulation 
’
~105
𝛁×H̅ = 𝐽 ̅ +
∂?̅?
∂t





| = 𝜀𝜔𝐸𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) ≪ 𝜇𝜔𝐻𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) = |
𝜕?̅?
𝜕𝑡






𝛁×H̅ = 𝐽 ̅
𝛁×E̅ = − 
∂?̅?
∂t
𝛁 ⋅ ?̅? = 0
𝛁 ⋅ ?̅? = 𝛿
                                                              (1.27)
𝛁×A̅ = ?̅?                                                                    (1.28)




E̅ = − 𝛁V̅                                                                (1.30)
?̅? = −𝛁V̅ − 
∂?̅?
∂t
                                                      (1.31)




𝛁×A̅ = 𝜎 (− 
∂?̅?
∂t





 𝛁×ν𝛁×A̅ + 𝜎
∂?̅?
∂t
+ 𝜎𝛁V̅ = 0








?̅? = [𝐻𝑟 , 𝐻𝜑 , 𝐻𝑧] = [𝐻𝑟 , 0, 𝐻𝑧] 
𝐽 ̅ = [𝐽𝑟 , 𝐽𝜑 , 𝐽𝑧] = [0, 𝐽𝜑 , 0]
                                                 (1.34)






































































)                                            (1.35)






























=  −𝐽𝜑                                                  (1.37)
𝛁a ⋅ 𝜈
′ 𝛁𝐚Φ = −𝐽𝜑                                                           (1.38)
1.4 Fourier’s Equation 
𝑇 =  𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡).                       
’
’
𝒑 =  −λ
∂T
∂n
















= ∑𝑃𝑖𝑑𝐴𝑖 = −𝛁 ⋅ 𝒑𝑑𝑉  
𝑖








































) + w(r, φ, z, t)                (1.42)
Figure 1.16  
22 
 



























(r, φ, z, t)                       (1.43)
’












4 )                                      (1.45)
𝜀 𝜀𝑎
’s
𝑃𝑟𝑎𝑑 =  𝜎𝜀(𝑇
4 − 𝑇𝑒𝑥𝑡




Finite Elements Method 













𝑗 = 𝑁𝑖(𝑥 ∈ 𝑒𝑗) 
𝑁𝑖
𝑗


















                                          (2.1)
𝑈ℎ = ∑𝑈𝑖 𝑁𝑖 =
𝑛𝑛
𝑖=1 




                 
𝑛𝑛
𝑖=1 





















2.2 Weighted Residual Approach 
 
 











𝑤𝑖 = 𝑁𝑖   , 𝑖𝜖[1, 𝑛𝑛]                                                              (2.4)
∫ 𝑁𝑖 ∗ 𝐿(𝑈ℎ)𝑑𝑉 = 0  ∀ 1 = 1,2,… , 𝑛𝑛                                             (2.5)
Ω








− 𝐽𝑠𝜑 = 0                         (2.6)








− 𝐽𝑠𝜑)𝑑𝑉 = 0                           (2.7)
Ω

















− 𝐽𝑠𝜑)𝑑𝑉 −∫ ∇𝑁𝑖 ⋅ 𝜈∇𝐴𝜑ℎ
Ω




−∫ ∇𝑁𝑖 ⋅ 𝜈∇𝐴𝜑ℎ
Ω





−  ∫ 𝑁𝑖
Ω
 𝐽𝑠𝜑 𝑑𝑉           (2.9)
𝜕Ω
∫ ∇𝑁𝑖 ⋅ 𝜈∇𝐴𝜑ℎ
Ω














𝑘𝑖𝑗 = ∫ ∇𝑁𝑖 ⋅ 𝜈∇𝑁𝑗
Ω





                                (2.11)
∆e 
∮ 𝑁𝑖  𝜈∇𝐴𝜑ℎ 𝑛 𝑑𝑆
𝜕Ω

















                                             (2.13)
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗
’
−𝛁 ∙ λ𝛁T + ρCp
∂T
∂t




𝑘𝑖𝑗 = ∫ 𝛌𝛁𝑁𝑖 ⋅ 𝛁𝑁𝑗𝑑𝑉 Ω
𝑏𝑖 = ∫ 𝑁𝑖𝑝𝑑𝑉Ω
                                                  (2.15)
’
∫ 𝑁𝑖  ρCp
∂T
∂tΩ












          (2.16)
𝑀𝑖𝑗 = ∫ 𝑁𝑖Nj ρCp
Ω
𝑑𝑉
[𝐾] ∗ [𝑇] + [𝐵] ∗ [𝑇] + [𝑀] 
𝜕
𝜕𝑡
[𝑇] = [𝑀𝑠] ∗ [𝑞] + [𝐵] ∗ [𝑇
0]                        (2.17)




𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓(𝑥𝑛) 
𝑓′(𝑥𝑛)




𝑇𝑘+1 = 𝑇𝑘 + 𝛿𝑇
𝜆(𝑇𝑘+1) = 𝜆(𝑇𝑘) + 𝜆′(𝑇𝑘)𝛿𝑇
−𝛁 ∙ 𝜆(𝑇)𝛁T = 0                                                      (2.20)
−𝛁 ∙ 𝜆(𝑇𝑘+1)𝛁Tk+1 = −𝛁 ∙ (𝜆(𝑇𝑘) + k′(Tk)𝛿𝑇) 𝛁(Tk + 𝛿T)  = 0               (2.21)
−𝛁 ∙ 𝜆(𝑇𝑘)𝛁𝛿𝑇 − 𝛁 ∙ 𝜆′(𝑇𝑘)𝛿𝑇𝛁Tk = 𝛁 ∙ 𝜆(𝑇𝑘)𝛁 Tk                          (2.22)































Material Properties of steel AISI-4340 
Element % 
Carbon  0.38-0.43 




Phosphorus 0.035 max 
Silicon 0.15-0.3 
Sulphur 0.04 max 
Iron  Balance  
3.1 Thermal properties 
Table 3.1  
32 
 
























𝜆(𝑇) = 𝐶 + (𝜆𝑏 − 𝜆𝑎) ∗ (1 − 𝑒
𝑇−𝑇𝑏




Table 3.2  
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𝛾𝐶𝑝(𝑇) = 𝛾𝐶𝑃𝑖 + (𝛾𝐶𝑃0 − 𝛾𝐶𝑃𝑖) ∗ 𝑒
−
𝑇
𝜏 + 𝐸 ∗ 𝐺(𝑇)                             (3.2)











                                            (3.3)
 







Tb  770 °C 
𝝉 260 °C 
Figure 3.1  𝝀(𝑻)  



























𝝈𝒅𝒆𝒗 50 [°C] 
𝝉 300 [°C] 
Tph 870 [°C] 





3.2 Electrical properties 
µ 































) ∗ (1 − 𝑒
𝑇−𝑇𝑐
𝐶 )                               (3.6)










Tc 780 [°𝐶] 
𝑪 40 [°C] 
















𝜋 𝜇0 𝜇𝑟 𝑓 
















𝑩(𝑡) = 𝝁 ̅𝑯(𝑡)  →  𝑩(𝑡) = 𝜇0𝐻(𝑡) + ?̅?𝑟𝑒𝑙𝑯(𝑡)  →  𝑩(𝑡) =  𝜇0𝑯(𝑡) +𝑴(𝑡)              (3.9) 
 
é










𝐵(𝑡) = 𝜇0|𝑯(𝑡)| + (𝑎1 ∗ 𝑡𝑎𝑛ℎ (
|𝑯(𝒕)|
𝑏1
) + 𝑎2 ∗ 𝑡𝑎𝑛ℎ (
|𝑯(𝒕)|
𝑏2




Coefficient  Value Unit Coefficient  Value Unit 
𝒂𝟏 0,354
 [𝑇] 𝒃𝟏 1,101𝑒
4  [𝐴/𝑚] 
𝒂𝟐 0,970 [𝑇] 𝒃𝟐 5,405𝑒
2 [𝐴/𝑚] 
𝒂𝟑 0,455
 [𝑇] 𝒃𝟑 3,072𝑒
2 [𝐴/𝑚] 
Figure 3.13







Power Equivalent Model 
é é
é
4.1   Definition of the Power Equivalent Model 
  
?̅? H




















                                                           (4.2)
 
𝑃(𝑥, 𝑡) =  
𝜕
𝜕𝑥
 [𝐸(𝑥, 𝑡)𝐻(𝑥, 𝑡)]                                             (4.3) 
’ ’
 
𝐸(𝑥, 𝑡) =  𝜌
𝜕𝐻(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥






                                                     (4.5)          








                                        (4.6)
𝑃(𝑥) =  
1
𝑇








  ) 𝑑𝑡
𝑇
0
                        (4.7)
𝜔 











                                      (4.8)









                                    (4.9)
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4.3 Calculation of the losses in the harmonic domain   
𝐻(𝑥, 𝑡) =  ?̅?(𝑥)𝑒𝑗𝜔𝑡                                                         (4.10)




= 𝑗𝑤µ̅(𝑥)?̅?(𝑥)                                                        (4.12)
𝑃(𝑥, 𝑡) =  
𝑑
𝑑𝑥
[𝑅𝑒(?̅?(𝑥)𝑒𝑗𝜔𝑡 )𝑅𝑒(?̅?(𝑥)𝑒𝑗𝜔𝑡 )]                                   (4.13)
?̅?(𝑥)  𝜌 𝑑?̅?(𝑥)/𝑑𝑥















 ?̅?(𝑥)𝑒2𝑗𝜔𝑡)]                (4.14)
























































𝜇′′(𝑥)|?̅?(𝑥)|2                                                         (4.18)








                                                           (4.19)
𝑃ℎ𝑦𝑠𝑡(𝑥) =  −
𝜔
2





4.4 Determination of the complex magnetic permeability 
















 𝜇′ 𝜇′′ 𝑅𝑒 (?̅?) 𝐼𝑚 (?̅?). 
?̅?
𝑅𝑒(?̅?) = 𝐻 cos ø                                                             (4.22)




















































































                                                              (4.29)

















= 0,           𝑥 ∈ ]0, 𝐿[  
𝐻(0, 𝑡) = 𝐻0 sin(𝜔𝑡) ;  𝐻(𝐿, 𝑡) = 0,    𝐿 ≫ 𝛿
                                        (5.1)
Parameter  Symbol  Expression Value Unit 
rho_steel 𝜌𝑠𝑡𝑒𝑒𝑙







frequency 𝑓 1000 
[𝐻𝑧] 
period Τ 1/𝑓𝑟𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑦 1𝑒
−3 [𝑠] 
Final time tmax  10 ∗ Τ 10𝑒
−3 [𝑠] 








Amplitude H0 - 1𝑒5 [A/m] 
Figure 5.1
Table 5.1 ’  
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+ 𝑗𝜔?̅?(𝐻)?̅?(𝑥) = 0,           𝑥 ∈ ]0, 𝐿[  
𝐻(0) = 𝐻0;   𝐻(𝐿) = 0,                 𝐿 ≫ 𝛿


















Figure 6.1  
Figure 6.2  
Reference losses  













6.2 Test case 2: 2D geometry 
“ ” 
’
Figure 6.6  
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Parameter  Symbol  Expression Value Unit 
rho_steel 𝜌𝑠𝑡𝑒𝑒𝑙
 1/𝜎𝑠𝑡𝑒𝑒𝑙 25𝑒−8 [𝛺 ∗ 𝑚] 
rho_air 𝜌𝑎𝑖𝑟







frequency 𝑓 1000 
[𝐻𝑧] 
period Τ 1/𝑓𝑟𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑦 1𝑒
−3 [𝑠] 
Final time tmax  10 ∗ Τ 10𝑒
−3 [𝑠] 
height h - 10𝑒
−3 [𝑚] 




a - (1; 5; 9)𝑒
−3 [𝑚] 
Fillet radius Rfillet - 25𝑒−5 [𝑚] 








Amplitude H0 - 1𝑒5 [A/m] 
Table 6.1 
 
















a) b) c) 
Figure 6.9
 
Figure 6.10  
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Figure 6.11  




Figure 6.13 Figure 6.14




Figure 6.17 Figure 6.18
Figure 6.19 Figure 6.20
70 
 
Figure 6.21 Figure 6.22







 a) b) 
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6.3 Test case 3: 2D axial-symmetric geometry 
Radius Value Unit 
Radius_1 1 [𝑚𝑚] 
Radius_2 3 [𝑚𝑚] 
Radius_3 5 [𝑚𝑚] 
Radius_4 7 [𝑚𝑚] 
Radius_5 9 [𝑚𝑚] 
Radius_6 15 [𝑚𝑚] 
Radius_7 25 [𝑚𝑚] 
Radius_8 40 [𝑚𝑚] 















+ ∇ ⋅ Γ = 𝑓








Γ = r ∗ [(0, Eφ); (−Eφ, 0)]
𝑓 =  
𝑟 ∗ −𝑗𝜔𝜇(𝑯)𝑯𝑟
𝑟 ∗ −𝑗𝜔𝜇(𝑯)𝑯𝒛






















r = 9 mm 
r = 7 mm 
r = 5 mm 
r = 3 mm 






r = 9 mm 
r = 7 mm 
r = 5 mm 
r = 3 mm 



































Simulation of  
Induction Heating Process 
7.1 Description of simulation model 
84 
 
Parameter  Symbol  Expression Value Unit 
rho_steel 𝜌𝑠𝑡𝑒𝑒𝑙
 1/𝜎𝑠𝑡𝑒𝑒𝑙  25𝑒
−8 [𝛺 ∗ 𝑚] 
rho_air 𝜌𝑎𝑖𝑟
 1/𝜎𝑎𝑖𝑟  2𝑒





 600 - 
frequency 𝑓 190𝑒−3 [𝐻𝑧] 
period 
Τ 1/𝑓𝑟𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑦 5.26315𝑒−6 [𝑠] 
Treatment time Ttotal - 0.1 [𝑠]
radius rdisc - 53.05𝑒−3 [𝑚] 
height h - 7𝑒−3 [𝑚] 
Driveshaft 
radius 
rdriveshaft - 6.75𝑒−3 [𝑚] 
External coil 
radius 




- 57.75𝑒−3 [𝑚] 






 2.357𝑒−5 [𝑚] 









































































Figure 7.13 PE model  
 
Figure 7.14










Further Simulations  

















































































[1] Bocher Philippe, Mingardi D., Larregain B., Bridier F., Dughiero F., Spezzapria M., “Simulation 
of fast induction surface heating and comparison with experimental full-field surface temeprature 
measurements”; HES-13 Heating by Electromagnetic Sources, Università degli Studi di Padova 
(2013) 
 
[2] Candeo Alessandro, Ducassy Christophe, Bocher Philippe, Dughiero Fabrizio; “Multiphysics 
Modeling of Induction Hardening of Ring Gears for the Aerospace Industry”; IEEE Transactions 
on Magnetics (May 2011) 
 
[3] Candeo Alessandro,Bariani P., Martinelli G., Dughiero F., “Induction hardening of components for 
the aerospace industry”; PhD Thesis, Università degli studi di Padova (2012) 
 
[4] Ciccarone Lorenzo, “Models and tests of induction contour hardening process”; Master thesis, 
Università degli Studi di Padova (2014) 
 
[5] Ducassy Christophe, “ Prédiction de la dureté et de la profonderu de la zone de surrevenu lors 
d’une chauffe rapide par induction d’un acier 4340 temprè revenue”; Master Thesis, École de 
Technologie Supérieure (2010) 
 
[6] Gür Cemil Hakan, Pan Jiansheng, “Handbook of Thermal process modelling of steels”; IFTSE, 
CRC Press (2009) 
 
[7] Jin Jianming, “The finite element method in electromagnetics”; Wiley&Sons (1993) 
 
[8] Lupi Sergio, “Appunti di Elettrotermia”; Università degli studi di Padova (2005) 
 
[9] Lupi Sergio,Dughiero Fabrizio, Forzan Michele,” Modelling Single and Double- Frequency 
Induction Hardening of Gear-Wheels”; The 5th International Symposium on Electromagnetic 
Processing of Materials (2006) 
 
[10] Lupi Sergio,Forzan Michele, Aliferov Aleksandr, “ Induction and Direct Resistance Heating, 
theory and numerical modeling”, Springer (2015) 
 
[11] Marconi Antonio, “FE analysis in time domain of Simultaneous Double Frequency induction 
hardening”; Master Thesis, Università degli Studi di Padova (2015) 
 
[12] Metaxas A.C., “Foundations of Electroheat: a Unified Approach”; University of Cambridge, 
Wiley &Sons (1996) 
 
[13] McMeekin Kevin, Sirois Frédéric, Tousignant Maxime; “Improving the accuracy of time-
harmonic FE simulations in induction heating applications Towards better ferromagnetic material 
models”; The international journal for computation and mathematics in electrical and electronic 










[14] Rudnev V, Loveless D., Cook C., Black M., “ Handbook of induction Heating”; Marcel Dekker, 
New York (2003) 
 
[15] Senhaji Achraf, Larregain Benjamin, Vanderesse Nicolas, Bocher Philippe; “Temperature history 
Modelling and Validation of fast induction hardening process”; HES-16 Heating by 
Electromagnetic Sources, Università degli Studi di Padova (2016) 
 
[16] Spezzapria M., “simulazione numerica del processo di tempra ad induzione di ruote dentate per 
l’industria areonautica”; Master thesis, Università degli Studi di Padova (2011) 
 
[17] Totten George E.,”Steel Heat Treatment: metallurgy and technologies”; Taylor & Francis (2006) 
 
[18] Vanderesse Nicolas, B. Larregain, F. Bridier, Bocher Philippe; “High-speed  surface temperature 
measurement using heat-sensitive lacquers applied to induction heating”; LOPFA, Department of 
Mechanical Engineering, ETS (2016) 
 





































Ai miei genitori, che sostenendomi sempre ed incoraggiandomi in tutte le decisioni prese, 
hanno reso possibile questo percorso. 
A tutta la mia famiglia e alle persone che di fatto sono diventate membri di essa, un 
ringraziamento per essere stati punti di riferimento e fonte d’ispirazione. 
Ai miei amici Marco, Carlo ed Erik: fedeli compagni d’avventura da una vita. 
A tutti gli amici che hanno saputo regalarmi un sorriso ed un briciolo della loro attenzione, 
con i quali sono cresciuto ed ho fatto strada insieme.  
A Michele, Fabio e Matteo perché più che compagni di studi, sono stati amici sinceri e 
confidenti leali con cui affrontare le difficoltà della vita universitaria. 
A tutti le persone che hanno reso indimenticabile il mio soggiorno a Montréal: senza la loro 
compagnia ed allegria sarebbe stato molto più arduo superare il freddo inverno canadese. 
A tutti i professori e colleghi che mi hanno seguito in questi anni e mi hanno trasmesso 
l’amore per l’ingegneria; un grazie particolare al professor Bocher  
per avermi seguito e stimolato a superare i miei limiti. 
Infine, esprimo la mia gratitudine all’intera comunità del Collegio Gregorianum per avermi 
accolto ed accompagnato nella mia vita accademica diventando così la mia famiglia patavina. 
 
Queste poche righe ricambiano solo parzialmente la profonda riconoscenza che provo verso tutte le 
persone che mi sono state vicine, anche solo per un breve momento. 
Condividere con loro pensieri, sentimenti ed emozioni mi ha reso la persona che sono, ma soprattutto 
mi ha donato, nell’arco della vita, una continua gioia.
 
 
